CNJ 1

“RACCONTO” SOBRE CONJUNTOS

CNJI

Observaciones

Probablemente lo indicado en este capitulo sea ya materia conocida.
Sin embargo conviene leerlo, aunque méas no sea para familiarizarse con la notacion a ser
empleada en lo sucesivo.

CNJ 11
Definicién
CNJ 111
a. El concepto de conjunto es el mas primario de todas las matematicas.

Algunos autores ni siquiera tratan de encarar su definicion, decretando que la idea de
conjunto es evidente e intuitiva. Todo lo méas dan algunos ejemplos (el conjunto de todos los
nameros naturales; el conjunto de todos los narigones, etc., etc.), o echan mano de ideas
afines tales como "agregacion” o "coleccion”.

Haciendo una tentativa de definicion, puede decirse que:

Un conjunto es toda pluralidad que puede ser considerada como una unidad, con la salvedad
gue dicha pluralidad puede constar de un unico individuo y adn de ninguno.

De esta definicion surge que un conjunto esta definido cuando y sélo cuando estan
especificados sus entes constitutivos.

A los entes susceptibles de formar conjuntos se los llama elementos.
Si un cierto elemento x forma parte de un cierto conjunto A, se dird que “x pertenece a A”,
lo que se simbolizard como:

XxeA

Para indicar que un cierto elemento z no pertenece a A se escribe:

z¢ A

CNJI11.2

Segun se dijo més arriba, para definir un conjunto es necesario indicar todos sus elementos,
a los cuales en la notacion corriente se los indica dentro de llaves { } para significar que se
los considera formando una unidad. Por ejemplo:

A : {Todos los argentinos}

B : {Pedro, Juan, Luis, esta gota de agua}

C : {Todos los jugadores del plantel de Boca}
D : {Todos los nUmeros naturales}

E : {Todos los puntos de un segmento de recta}
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F:{{a, b, c}, {Do, Re, Mi, Juan Pérez}}
Notar que:
1°) A, By C tienen una cantidad finita de elementos.

2°) Dy E tienen una cantidad infinita de elementos.
3% Los elementos del conjunto F son a su vez conjuntos.

CNJ11.3

a.

En la definicion de conjunto dada en b. de CNJ Il.1 se indicé que un conjunto puede
eventualmente constar de un Unico elemento y aun no tener ningun elemento.
Si a primera vista esto resulta algo indigesto, considérese el siguiente conjunto:

K : {Todos los ingenieros que saben tocar el arpa} [1]

el cual “a priori” no da lugar a ninguna objecién.

Si a continuacion se averigua que ningun ingeniero sabe tocar el arpa, quedan dos caminos
abiertos:

1°) Postular la no existencia del conjunto considerado.

2°) Postular la existencia de un conjunto sin elementos.

Se ha optado por el 2° de estos caminos por razones que seran obvias mas adelante.

Al conjunto sin elementos se lo llamara conjunto vacio y se lo designara con el signo &. Es
decir:

Conjuntovacio: { }=9

Ningun elemento

b. Por otra parte, si dado el conjunto K indicado en [1] se diera el caso que el Unico ingeniero

que sabe tocar el arpa es Juan Pérez, se tendria entonces que:
K : {Juan Pérez}

teniendo entonces K un unico elemento.
Notar que “Juan Pérez” y {Juan Pérez} son notaciones de cosas totalmente distintas.
“Juan Pérez” es el nombre del Unico ingeniero que sabe tocar el arpa, mientras que
{Juan Pérez} es un conjunto que tiene como unico elemento al Ing. Juan Pérez, conjunto
que por otra parte es el de todos los ingenieros que saben tocar el arpa.

CNJ 4

Segun arriba indicado, para definir un conjunto es necesario y suficiente especificar todos
los elementos que lo forman.

Muy a menudo esta especificacion puede efectuarse estableciendo que un conjunto esta
formado por todos los elementos que tienen un a cierta propiedad.

La notacion del caso es la siguiente:

X : {x/ Propiedad a}
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lo que se lee “El conjunto X esta formado por todos los elementos x tales que tengan la
propiedad o.”.

Asi por ejemplo, el conjunto de todos los nimeros enteros multiplos de 3 podria ser escrito
como:

{x / x entero y multiplo de 3}

Esta manera de definir conjuntos es sumamente “popular”.

CNJ 11

lqualdad de conjuntos

Se define que dos conjuntos A y B son iguales cuando estdn compuestos por exactamente los
mismos elementos (resultando asi que los simbolos A y B no son més que nombres distintos
del mismo conjunto).

Al respecto, tener en cuenta que en el Algebra de Conjuntos todos los elementos tienen su
“personalidad propia”. Entonces, si en un conjunto se sustituyen uno o mas elementos por
elementos idénticos, lo que se obtendra sera otro conjunto.

Asi, dadas dos gotas de agua exactamente iguales y dos atomos de Hidrogeno exactamente
iguales se tiene que:

{1¥ gota de agua, 1% atomo de Hidrogeno} #
# {2% gota de agua, 2% atomo de Hidrégeno}

CNJ IV

Subconjuntos

a.

Se define que un conjunto C es un subconjunto de otro conjunto D cuando todo elemento de
C pertenece también a D (pudiendo haber elementos de D que no pertenezcan a C).
El hecho de que C sea un subconjunto de D se indica como:

CcDh
Por ejemplo:

{Todos los correntinos} c {Todos los argentinos}

Evidentemente:
1°)SiCcDyD c Centonceses C=D.
2°)SiC=DentoncesesCcDyDcC.
Resumiendo:

SiCcDyDc Centonces C =Dy viceversa.

Evidentemente:
SiCcDyDc Fentonces Cc F.

Evidentemente:
Un conjunto cualguiera es un subconjunto de si mismo.
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CNJV

Diagrama de Venn

a.

b.

Un recurso muy util para visualizar el Algebra de Conjuntos son los asi llamados diagramas
de Venn.

En un diagrama de Venn, los elementos se representan como puntos de un plano y un
conjunto se representa como una region cerrada, simple o multiplemente conexa, que abarca
a todos los elementos de dicho conjunto y sélo a ellos.

Por ejemplo, dados los conjuntos:

A:{a b,cd, e} , B:{a b x vy} , C:{a x z}
podria representarselos como indicado en la figura CNJ V. a.

A B

Fig. CNJ V. a

Dados dos conjuntos Ay B tales que A — By A # B, se tendra la situacion representada en el
Diagrama de Venn de la figura CNJ V. b.

Fig. CNJ V.b
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CNJ VI

Unidén de conjuntos

a. Dados varios conjuntos, se llama unién de los mismos al conjunto formado por todos los
elementos que pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos dados.
En las figuras CNJ VI6.a y CNJ VL1.b se ilustra esta definicion por medio de diagramas de
Venn.

A .

B La union de Ay B estd formada
por todos los elementos

abarcados por la region grisada.

Fig. CNJ Vl.a
Launionde X, Y, Z esta
formada por todos los
elementos abarcados por la
region grisada (maltiplemente
conexa) .
Fig. CNJ VI.b
b. El conjunto union de los conjuntos Az , Az, ..., An Se simbolizard como:
AlUAU...UA,
C. Evidentemente:
Al ud=A
Conjunto vacio
d. Evidentemente:
1°9) AuB=BUA (propiedad conmutativa)
2°) (AuB)uC=AuBUCQC) (propiedad asociativa)
CNJ VII
Interseccion de conjuntos
CNJ VIl
a. Dados varios conjuntos, se Ilama interseccion de los mismos al conjunto formado por todos

los elementos que pertenecen a la vez a todos los conjuntos dados.
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En las figuras CNJ VIl.a, CNJ VILb y CNJ VIl.c se ilustra esta definicion mediante
diagramas de Venn. En todos los casos, la interseccion esta formada por todos los elementos
abarcados por la respectiva region grisada.

M

A B

N

Y e X
‘ ‘ La interseccion O
deMyNesd
7 (conjunto vacio)
Fig. CNJ Vll.a Fig. CNJ VILb Fig. CNJ Vil.c

b. El conjunto interseccion de los conjuntos A;, Az, ..., A se simbolizard como:

AinArnN...NA,

C. Evidentemente:
AN =0
d. Evidentemente:
1°9) AnNnB=BnA (propiedad conmutativa)
2 An(BnNnC)=(AnB)nC (propiedad asociativa)
CNJ VIIL.2
Los conjuntos A; , Az, ..., A, seran llamados mutuamente excluyentes o disjuntos cuando
no exista ningln elemento que a la vez pertenezca a dos de ellos.
Evidentemente para que A; , Az, ... , A, sean mutuamente excluyentes es necesario y

suficiente que:

AlﬂAZZQ,...,AlﬂAnZQ,...,AzﬁAnZQ,...

CNJ VIIL3

Supongase ahora que en vez de la definicion de igualdad de conjuntos dada en CNJ 11 se
hubiera adoptado la siguiente:

Dos conjuntos son iguales cuando entre los elementos de ambos puede establecerse una
correspondencia uno a uno entre individuos idénticos.

Es decir que dados dos conjuntos:

A = {Una cierta gota de agua, un cierto atomo de Hidrégeno}
B = {Otra cierta gota de agua, otro cierto atomo de Hidrégeno}

se tendria que segun esta nueva definicion seria A = B.
Considérese ahora la situacion indicada en la figura CNJ VII.d.
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A B
-1%" atomo de Hidrogeno -2° dtomo de Hidrégeno
12 gota de agua /\r © 2% gota de agua /\1
Sota de '
bastos
' Fig. CNJ VII.d

Se tiene alli que:

1 A n C={1%gota de agua} [1]
2 BNC=0Q [2]
3°)  A=B(segun la nueva definicion) [3]

Entonces si en [1] se reemplaza al conjunto A por su igual B se obtiene:
B n C = {12 gota de agua} [4]
y por [2] y [4] resulta entonces que deberia ser:
{12 gota de agua} = &
lo cual es evidentemente absurdo.
Es decir que de aceptarse esta nueva definicion de igualdad de conjuntos resultaria que no
seria valido reemplazar en una expresion cualquiera a un conjunto por otro igual a él.

Queda asi ilustrado lo poco conveniente que hubiera sido adoptar esta nueva definicion de
igualdad de conjuntos en vez de la indicada en CNJ I11.

CNJ VI

Distributividad de la interseccion de conjuntos con respecto a la unién

a. Se probaré que:
AnBiuB,u..)=(AnB)U(ANnB) U ... [1]
b. Todo elemento que pertenezca a A n (B U By U ...) pertenece a la vez a Ay a

(B1 W By U ...), es decir que a la vez pertenece a A y a por lo menos uno de los conjuntos
Bi, By, .... Esto implica que dicho elemento pertenezca a por lo menos uno de los conjuntos
(AN By), (AN By), ..., lo que determina que pertenezcaa (AN B;)) U (AN By) U ....
Resumiendo: Todo elemento que pertenezca a A N (B; U B, U ...) pertenece también a
(AN B1) U(ANnBy) U .... Es decir que:
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AnBiuB,u..)c(AnB)U(ANnBy) U ... [2]

C. Todo elemento que pertenezca a (A N B;) U (A n By) U ... pertenece también a por lo
menos uno de los conjuntos (A N B1), (A N By), .... Esto determina que dicho elemento
pertenezca a la vez a A y a por lo menos uno de los conjuntos By, By, ..., 0 que determina
que a la vez pertenezca a A 'y a (B1 v B, U ...), es decir que pertenezca a
ANn(BiruByu...).

Resumiendo: Todo elemento que pertenezca a (A N B;) U (A N By) U ... pertenece también
a An(B;uB;uU...). Entonces:

(AnB)U(ANnBy)u..cAn(BiuBuU...) [3]
d. Entonces, por [2], [3] y por lo indicado en b de CNJ IV resulta lo enunciado en [1].

CNJ IX

Distributividad de la unién de conjuntos con respecto a la interseccion

a. Se probara que:
AuBi1NB:n...)=(AuB)N(AUB) N ... [1]
b. Todo elemento que pertenezcaa A u (B n B, ...) perteneceaAyloa (Bi "B, ..), €s
decir que pertenece a A y/o a todos los conjuntos By, B, .... Esto implica que dicho elemento
pertenezca a todos los conjuntos (A U Bs), (A U By), ..., lo que determina que pertenezca a

(AU B) N(AUB) N....
Resumiendo: Todo elemento que pertenece a A U (B m Bz m ...) pertenece también a
(AU B1) N (AU B;) N .... Es decir que:

AuBinB:n...)c(AuB)N(AUB) N ... [2]

C. Todo elemento que pertenece a (A U B;) n (A U By) n ... pertenece a todos los conjuntos
(A u B1), (AU By, ..., lo que implica que dicho elemento pertenezca a A y/o a todos los
conjuntos B;, By, ..., lo que determina que pertenezca a A y/o a (By n B, m ...), es decir a
AuBi1NBaN ...

Resumiendo: Todo elemento que pertenezca a (A w B;) n (A U By) m ... pertenece también
a Au (B1 n Bz ...). Entonces:
AuB)N(AuB)N...cAuB1nB,N..) [3]

d. Entonces, por [2], [3] y por lo indicado en b de CNJ IV resulta lo enunciado en [1].

CNJ X
Universo

Supdngase que entre todos los conjuntos que aparezcan o puedan aparecer en un cierto
razonamiento o demostracion exista uno tal que todos los demaés sean subconjuntos de él.
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A dicho conjunto se lo llamara universo, y se lo designara con la letra E.

CNJ XI

Complementacidn de un conjunto

a.

Se define al complemento de un conjunto A cualquiera, como el conjunto formado por todos
los elementos del universo E que no pertenezcan a A . A dicho complemento se lo designara
como A.

Simbolicamente:

[xe K]@[Xe E,xgA]
Evidentemente:
(A)=A

AUA=E ANA=0Q E=0 T=E
AUE=E ANE=A Auvd=A AN =

Si AnBn..=E es A=B=..=E
Si AUBU...=J es A=B=..=U
Sean dos conjuntos A 'y B tales que:

ANB=Q [1]
AUB=E [2]

Por [1] todo elemento de E que pertenezca a A no pertenece a B. Por [2], todo elemento de E
que no pertenece a A pertenece a B. Resulta entonces que debe cumplirse que:

A=B |, A=B [3]

Resultando asi que las condiciones [1] y [2] por una parte y la [3] por otra, son equivalentes.
Simbolicamente:

[AnB=2,AUB=E]<[A=B,A=8]
Supoéngase que sea:
AcB [4]
Todo elemento que pertenezcaa B no pertenece a B. Como por [4] dicho elemento tampoco

pertenecera entonces a A, resulta que pertenecerd a A . Es decir que si la [4] es cierta se
tendré que:

BcA [5]
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Haciendo el mismo razonamiento partiendo de [5], resultara que la validez de [5] implica la
de [4]. Entonces se tiene que [4] y [5] son expresiones equivalentes.
Simbdlicamente:

[Ac B]©[§CK]

CNJ X1l
Dualizacion de la complementacion
a. Se probara que:
(ALUA, U.)=ANAN.. [1]
b. Se tiene que todo elemento pertenece a W cuando no pertenece a
A; U A, U ..., y por lo tanto no pertenece a ninguno de los A; ; Ay ; ..., lo que implica que

pertenece a todos los E,A_z,... y por lo tanto que pertenece a EmA_gm...es decir que
pertenece a EGA_ZH... Entonces:

(AuMu.)cAnA .. [2]
C. Por otra parte, todo elemento que pertenece a EmA_gm... es decir que pertenece a todos
los E,A_Z,...y por lo tanto que no pertenece a ninguno de los A; ; A ; ..., es decir que no

pertenece a A; U A, U ..., y por lo tanto pertenece a (A w Ay U...). Entonces se tiene
que:

AnAn.c(Muhyu.) [3]

d. Entonces por [2] y [3] y lo visto en b de CNJ IV se tiene lo indicado en [1]

e. De una manera similar puede probarse que:
AVAu.=(ANnAN.)
CNJ X111

Resta de conjuntos

Sea A c B. Se define al conjunto (B — A) como el formado por todos los elementos de B que
no pertenecen a A.
Evidentemente:

B-A=BnA
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CNJ XIV

Formulas miscelaneas

a. Puede verificarse facilmente que:

An(AuBuU..)=A
AU(ANBN..)=A

An(AUBUCU..)=(AnA)U[AN(BUCU..)]|=
=JU[An(BuCuU..)]=An(BUCU..)

¢. De manera similar:

AUANBNCAN.)=AUu(BNCAN..)

d. Es evidente que:

[ANB=Al=AcB
e. Es evidente que:

[AUB=B]=[AcB]



